Hermiteov identitet i primjene by Julije Jakšetić
Hermiteov identitet i primjene
Julije Jaksˇetic´1 , Robert Soldo2
Poznati francuski matematicˇar Charles Hermite (1822. – 1901.) je davne 1884.
dokazao identitet iz teorije brojeva (vidi [4]), vezan za funkciju najvec´e cijelo, koji
ima primjene, me -du ostalim, u brojnim zadacima koji se pojavljuju na matematicˇkim
natjecanjima.
Neka je x ∈ R . Tada s x oznacˇavamo najvec´i cijeli broj koji nije vec´i od x , a s
{x} = x− x razlomljeni dio od x , 0 ≤ {x} < 1.

























= x , k = 0, . . . n− 1.
Pretpostavimo 0 < {x} < 1. Tada zbog
x ≤ x + 1
n
 ≤ · · · ≤ x + n− 1
n
 ≤ x+ 1


















































= ix+ (n − i)(x+ 1)











≤ {x} < n− i + 1
n
.
Donja i gornja granica za nx sada glasi
nx+ n− i ≤ nx+ n{x} = nx < nx+ n− i + 1,
i iz (1) imamo tvrdnju. 
1 Autor je docent na Fakultetu strojarstva i brodogradnje u Zagrebu; e-posˇta: julije@math.hr
2 Autor je inzˇenjer teorijske matematike, zaposlen u tvrtki Agit u Zagrebu; e-posˇta: robert.soldo@agit.hr
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Japanski matematicˇar Matsuoka, u [5], je dao elegantan dokaz Hermiteovog identiteta:











































+ x + 1 − nx + 1 = f (x), ∀x ∈ R.
Dakle, funkcija f je periodicˇka s periodom
1
n







. No, za sve te vrijednosti ona je jednaka nuli, pa je f (x) = 0,
∀x ∈ R . 
Pokazˇimo sada primjenu Hermiteovog identiteta na nekim zadacima. Sljedec´i zadatak
je zadao poznati indijski matematicˇar Ramanujan (vidi [6]), a pojavio se i kao problem
u MFL-u broju 205/1 iz 2001. godine.















































































































Drugo rjesˇnje. Za drugo rjesˇenje zadatka koristimo gornju Matsuokinu ideju: funkcija
























je perioda 6 jer f (n) = f (n + 6) , pa je dovoljno provjeriti da je f (n) = 0, za
n = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 
Ponekad trik s periodicˇosti nije ocˇit, sˇto pokazuje sljedec´i primjer. U tom slucˇaju je
zgodnije koristiti Hermiteov identet.
Zadatak 2. Dokazˇite da za svaki n ∈ Z vrijedi∣∣∣ ⌊−n
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= 3n+1x − 3nx
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
Zbrajanjem ovih jednakosti slijedi tvrdnja zadatka. 
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Zadatak 6. (Srbija i Crna Gora 2004.) Niz {an} zadan je uvjetima a1 = x ∈ R i
















Izracˇunajte zbroj A + B u ovisnosti o x .
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Iz rekurzije 3an+1 = an + 1 imamo
3a2 = a1 + 1
9a3 = 3a2 + 3
...
3n−2an−1 = 3n−3an−2 + 3n−3


















































































Ako je x ≥ 1
2




















= −1. Sada je
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Kako za svaki n ∈ N vrijedi n = 13k + r , r = 0, 1, . . . , 12, sada je dovoljno provjeriti



































Kako (4) vrijedi za n = 0, 1, . . . , 12, zakljucˇujemo da (2) vrijedi za sve n ∈ N . 
























Kako je f (n) = f (n + 13) , dovoljno je samo provjeriti f (n) = 0, n = 0, 1, . . . , 12. 
  

























































































































a to ne vrijedi za n = 12, 24, 36, . . .










, a to su razlomci koji
se javljaju u Hermiteovom identitetu za n = 3.
U zakljucˇku rada isticˇemo da korisˇtenjem Hermiteovog identiteta imamo bolji uvid u
problem, njegovu analizu i metodu generiranja slicˇnih zadataka.
Zadaci za vjezˇbu



















= {nx} + n− 1
2
.






































Na -dite 100r . (Rezultat: 100r = 743.)
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izracˇunajte A− B . (Rezultat: A− B = 2000.)
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